
Ìàòåìàòèêà 11 êëàññ

Îáúÿâëåíèå. Â 2019-20 ó÷åáíîì ãîäó ìû â íåñêîëüêî áîëüøåì îáúåìå, ÷åì
ðàíüøå, âêëþ÷èëè â ïåðå÷åíü òåì äëÿ 11 êëàññà ýëåìåíòû ÿçûêà òåîðèè ìíî-
æåñòâ, à òàêæå ïåðâûå ñâåäåíèÿ î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ. Áîëåå ïîäðîáíî îá
ýòèõ òåìàõ è ïîñâÿùåííîé èì ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ìîæíî óçíàòü íà ñòðàíèöå
http://math.hse.ru/podgotovka.
(Òóð äëèòñÿ 240 ìèíóò. Èòîã ïîäâîäèòñÿ ïî òð¼ì çàäà÷àì, ïî êîòîðûì äîñòèã-
íóòû íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû; áàëëû çà ïóíêòû îäíîé çàäà÷è ñóììèðóþòñÿ.)

áàëëû çàäà÷è

20

1. Ïðî ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî abc+a+b+c = 10, ab+bc+ac = 9.
Äëÿ êàêèõ ÷èñåë x ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
a, b, c ðàâíî x? (Íàéäèòå âñå òàêèå ÷èñëà x è äîêàæèòå ÷òî äðóãèõ
íåò.)

20
2. Äàíî ìíîæåñòâî A èç 30 ýëåìåíòîâ è îòîáðàæåíèå f : A → A.

Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü â îáðàçå f(A), åñëè â îáðàçå
f(f(A)) ðîâíî 10 ýëåìåíòîâ?

26

3. Ìèñòåð A ÷àñ ïðîñòîÿë â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0). Çà ýòîò
æå ÷àñ, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ìèñòåð B äîøåë
îò òî÷êè (22, 0) äî òî÷êè (2, 20). Çà ýòîò æå ÷àñ ìàäåìóàçåëü
C, òîæå äâèãàâøàÿñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ïðîøëà îò
òî÷êè (30, 4) äî òî÷êè (0, 24). Ñêîëüêî ðàç çà óêàçàííûé ïåðèîä
íàáëþäåíèÿ ïðèíèìàëà öåëûå çíà÷åíèÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABC? Íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíò âêëþ÷àþòñÿ.

26

4. Èç n ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 1 ñäåëàëè ìíîãî-
óãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, ñêëåèâàÿ øåñòèóãîëüíèêè ïî öåëûì ñòî-
ðîíàì. Äûð âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà áûòü íå äîëæíî. Ïðè ýòîì ó
êàæäîãî øåñòèóãîëüíèêà õîòÿ áû îäíà ñòîðîíà ëåæèò íà ãðàíè-
öå ìíîãîóãîëüíèêà. Êàêîé íàèìåíüøèé ïåðèìåòð ìîæåò èìåòü
ìíîãîóãîëüíèê?

27

5. ×åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû òðè ïàðàëëåëü-
íûå ïðÿìûå a, b, c ñîîòâåòñâåííî, íå ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì
òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü A0, B0, C0 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA, AB;
A1, B1, C1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ a è B0C0, b è C0A0, c è A0B0.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A0A1, B0B1 è C0C1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

28

6. Â ìíîæåñòâå èç 2019 ýëåìåíòîâ Õîëìñ íàøåë âñå ïîäìíîæåñòâà,
ó êîòîðûõ ÷èñëî ýëåìåíòîâ äåëèòñÿ íà òðè (âêëþ÷àÿ ïóñòîå è
ñàìî èñõîäíîå ìíîæåñòâî), à Âàòñîí � âñå ïîäìíîæåñòâà, ó êî-
òîðûõ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïðè äåëåíèè íà òðè äàåò îñòàòîê 1. Ó
êîãî ïîëó÷èëîñü áîëüøå è íà ñêîëüêî? Óêàæèòå îòâåò â âèäå
÷èñëà â äåñÿòè÷íîé çàïèñè.

7. Òàáëèöà n× n çàïîëíÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2016
òàê, ÷òîáû íè â îäíîé ñòðîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íå áûëî äâóõ
îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñîâïàäåíèå ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòîëá-
öàõ è ñòðîêàõ, äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü f(n) - êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàñ-
ñòàíîâîê. Íàïðèìåð f(1) = 2016, f(2017) = 0.

22 à) ×òî áîëüøå, f(2015) èëè f(2016)?
23 á) ×òî áîëüøå, f(1008) èëè f(1009)?

http://math.hse.ru/podgotovka


Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ.

1. Ïåðâîå Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a+ b+ c = λ. Òåîðåìà Âèåòà ïîçâîëÿåò íàïè-
ñàòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ íàáîð a, b, c, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó λ. À èìåííî (ïåðåìåííàÿ îáîçíà-
÷åíà ÷åðåç t èáî x óæå çàíÿòî):

t3 − λt2 + 9t− (10− λ) = 0 ⇔ (t− 1)(t2 − (λ− 1)t+ (10− λ)) = 0.

Îòñþäà óæå âèäíî, ïðè ëþáîì λ åñòü êîðåíü t = 1, òî åñòü çíà÷åíèå x = 1
ïîäõîäèò. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íåò äðóãèõ çíà÷åíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè
ïðè ëþáîì λ (õîòÿ ýòî è òàê î÷åâèäíî). Â ñàìîì äåëå, t2− (λ−1)t+(10−λ) = 0

îçíà÷àåò t = λ−1±
√
λ2+2λ−39
2

. Âîçüìåì ëþáóþ ïàðó çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðîé äèñ-
êðèìèíàíò ïðèíèìàåò îäíî è òî æå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð ïðè
λ = 10 è λ = −12 èìååì t ∈ {0, 9} è t ∈ {−11,−2} � ïåðåñå÷åíèé íåò. Èòàê,
îòâåò x = 1.
Âòîðîå ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì

(a − 1)(b − 1)(c − 1) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îäíî èç a, b, c ðàâíî åäèíèöå.
Äðóãèå x íå ïîäõîäÿò, òàê êàê òðîéêè (a, b, c) = (4, 1, 1) è (a, b, c) = (0, 9, 1)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.
2. Îòâåò: íå ìåíüøå 10 è íå áîëüøå 20.
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Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî 10 ≤ |f(A)| ≤ 20. Èçîáðàçèì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A
òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè è ïðîíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè îò 1 äî 30. Èç êàæäîé òî÷êè
x íàøåãî ìíîæåñòâà íàðèñóåì ñòðåëêó â òî÷êó f(x). Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðè-
ìåðîâ ïîêàçàí íà ðèñóíêå. Òîãäà f(A) − ýòî ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê, â êîòîðûå
âåä¼ò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà. Âûäåëèì æèðíûì âñå ñòðåëêè, íà÷àëî êîòîðûõ
ëåæèò â ìíîæåñòâå f(A) (êîíåö, ðàçóìååòñÿ, òîæå áóäåò ëåæàòü â ýòîì ìíîæå-
ñòâå). Òîãäà f(f(A)) � ýòî ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê, â êîòîðûå âåäåò õîòÿ áû îäíà
æèðíàÿ ñòðåëêà. Âñåãî æèðíûõ ñòðåëîê: |f(A)|, à òîíêèõ (òî åñòü íå æèðíûõ):
|A| − |f(A)|.
Ìû âèäèì, ÷òî |f(A)| ≥ 10, òàê êàê êîëè÷åñòâî æèðíûõ ñòðåëîê, ðàâíîå

|f(A)|, íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà èõ êîíöîâ, ðàâíîãî |f(f(A))| = 10.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |f(A)| ≤ 20. Ðàññìîòðèì òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ íà÷àëàìè

æèðíûõ ñòðåëîê, íî íå ÿâëÿþùèåñÿ èõ êîíöàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêèõ òî÷åê
|f(A)| − |f(f(A)| (èç îáùåãî êîëè÷åñòâà òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ íà÷àëàìè æèðíûõ
ñòðåëîê, íóæíî âû÷åñòü êîëè÷åñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ òàêæå êîíöàìè æèðíûõ



ñòðåëîê). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ïî êðàéíåé
ìåðå îäíîé òîíêîé ñòðåëêè, ïîýòîìó òàêèõ òî÷åê íå áîëüøå, ÷åì âñåãî òîíêèõ
ñòðåëîê. Òàêèì îáðàçîì, |f(A)| − |f(f(A))| ≤ |A| − |f(A)|, îòêóäà

|f(A)| ≤ |A|+ |f(f(A))|
2

= 20.

Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî |f(A)| ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ îò 10 äî 20
âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, . . . , 10} ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f : A → A,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà÷è, è òàêîå ÷òî |f(A)| = 10+k. Ïðèìåðîì òàêîãî
îòîáðàæåíèÿ áóäåò

f(i) =


(i− 1) (mod 10) + 1 äëÿ i ∈ {1, . . . , 30− k}
41− i äëÿ i ∈ {31− k, . . . , 30},

ãäå n (mod 10) îáîçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà n íà 10. Íà êàðòèíêå
ïðèâåä¼í ïðèìåð òàêîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ k = 4.
Äðóãàÿ çàïèñü òîãî æå ðåøåíèÿ (íà ÿçûêå îòîáðàæåíèé). Çàìåòèì, ÷òî

f(A) ⊆ A, à çíà÷èò, f(f(A)) ⊆ f(A). Ñëåäîâàòåëüíî, |f(f(A))| ≤ |f(A)|, îò-
êóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî |f(A)| ≥ 10.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî |f(A)| ≤ 20. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

f(A)\f(f(A)) ⊆ f(A\f(A)). Ïóñòü y ∈ f(A)\f(f(A)). Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ A,
òàêîé ÷òî f(x) = y. Çàìåòèì, ÷òî x /∈ f(A), òàê êàê f(x) = y /∈ f(f(A)).
Ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ A \ f(A), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x) = y ∈ f(A \ f(A)).
Ñëåäîâàòåëüíî, |f(A) \ f(f(A))| ≤ |f(A \ f(A))| ≤ |A \ f(A)|. Çíà÷èò,
|f(A)| − |f(f(A))| ≤ |A| − |f(A)|, îòêóäà |f(A)| ≤ (|A|+ |f(f(A))|)/2 = 20.
3. Îòâåò: 53.
Ðåøåíèå. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïðîáëåìà â ýòîé çàäà÷å íå â òîì, ÷òîáû íàéòè

ïóòü âû÷èñëåíèé, ïðèâîäÿùèé ê îòâåòó; à â òîì, ÷òîáû íàéòè ïóòü ê îòâåòó,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íå ñëèøêîì áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé. Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü.

Êàê èçâåñòíî, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè
−−−−→
(x1, y1) è

−−−−→
(x2, y2) ðàâíà |1

2
(x1y2 − x2y1)|. Åñëè òî÷êà

−−−→
(x, y) äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿ-

ìîëèíåéíî, òî åå êîîðäèíàòû çàâèñÿò îò âðåìåíè t êàê x = x0+x′t, y = y0+ y′t.
Òîãäà âåëè÷èíà f(t) = 1

2
(x1y2 − x2y1) êàê ôóíêöèÿ îò t ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì

âòîðîé ñòåïåíè. Âûáåðåì îñü âðåìåíè òàê, ÷òîáû íîëü áûë â ñåðåäèíå îòðåç-
êà íàáëþäåíèÿ, à íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû èìåëè êîîðäèíàòû −1 è 1
ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì f(t) = ax2 + bx + c. Êîîðäèíàòû òî÷åê B è C â
ñåðåäèíå îòðåçêà íàáëþäåíèÿ ëåãêî ñ÷èòàþòñÿ, ýòî (12, 10) è (15, 14) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èòàê, f(−1) = 1

2
(22 · 4 − 30 · 0) = 44, f(0) = 1

2
(12 · 14 − 15 · 10) = 9,

f(1) = 1
2
(2 · 24 − 0 · 20) = 24. Îòêóäà c = f(0) = 9, b = f(1)−f(−1)

2
= −10,

a = f(1)+f(−1)−2f(0)
2

= 25. Ìèíèìóì êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
−b
2a

= 1
5
; f(1

5
) = 8. Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ìèíèìóì âûðàæåíèÿ 1

2
(x1y2 − x2y1)

ïîïàë íà îòðåçîê íàáëþäåíèÿ, êðîìå òîãî îí ïîëîæèòåëåí, òî åñòü ìîäóëü ðà-
âåí âûðàæåíèþ ïîä ìîäóëåì. Èòîãî, èñêîìàÿ ïëîùàäü ñíà÷àëà óìåíüøàëàñü
îò 44 äî 8, ïîòîì ðîñëà îò 8 äî 24, òàêèì îáðàçîì ïðèíèìàÿ öåëûå çíà÷åíèÿ
1 + (44− 8) + (24− 8) = 53 ðàçà.
4. Îòâåò: 2n+ 6 ïðè n > 2, è 6 ïðè n = 1.
Ðåøåíèå. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì äëÿ õîòÿ áû îäíîé

ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà � îíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì äëÿ äâóõ èëè äëÿ òðåõ ñòîðîí:
áîëüøå ÷åì 3 áûòü íå ìîæåò ïîòîìó ÷òî âñå óãëû ïî 120◦.
Äàâàéòå íåìíîãî ïîðèñóåì. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó, ÿâëÿþ-

ùóþñÿ êîíöîì äëÿ òðåõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà, ìû ïîñòàâèëè òî÷êó êðàñíûì
ôëîìàñòåðîì. À êàæäûé ïóòü ïî ñòîðîíàì øåñòèóãîëüíèêîâ îò êðàñíîé òî÷êè



Ðèñ. 1. Ïðèìåð ìíîãîóãîëüíèêà, ñäåëàííîãî èç øåñòèóãîëüíèêîâ.

äî êðàñíîé òî÷êè ìû îáâåëè ñèíèì ôëîìàñòåðîì. Òàêèì îáðàçîì, ñèíèå ëè-
íèè èäóò ïî ñòîðîíàì øåñòèóãîëüíèêîâ è ÷åðåç âåðøèíû, èç êîòîðûõ âûõîäèò
òîëüêî äâå ñòîðîíû (èíûìè ñëîâàìè � êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðîâíî äëÿ
îäíîãî øåñòèóãîëüíèêà). Çàìåòèì, ÷òî ñèíèå ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñÿ èíà÷å, ÷åì
â ñâîèõ êîíöàõ, ÿâëÿþùèõñÿ êðàñíûìè òî÷êàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè èçîáðàæåíèå ìóëüòèãðàôà íà ïëîñêîñòè. Äëÿ

íåãî âåðíà ôîðìóëà Ýéëåðà F−E+V = 2, ãäå F,E, V � êîëè÷åñòâî ãðàíåé, ðåáåð
è âåðøèí ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, 3V = 2E.
Êðîìå òîãî F = n+ 1, ïîñêîëüêó ýòî âñå øåñòèóãîëüíèêè è âíåøíÿÿ ãðàíü. Èç
ýòèõ òðåõ óðàâíåíèé âûâîäèòñÿ E = 3n− 3. Ïðîéäåì ïî âíåøíåìó öèêëó. Ïðè
ýòîì ìû øëè ïî âñåì n øåñòèóãîëüíèêàì, çíà÷èò ïðè n > 1 íå ìåíåå ÷åì n
ðàç ìåíÿëè øåñòèóãîëüíèê, ïî êîòîðîìó èäåì (âíèìàíèå: ýòîò óòâåðæäåíèå íå
âåðíî åñëè n = 1: òàê è õîäèëè ïî îäíîìó øåñòèóãîëüíèêó, íè ðàçó åãî íå ïîìå-
íÿâ). Çíà÷èò, âî âíåøíåì öèêëå íå ìåíåå n ðåáåð, çíà÷èò â îñòàëüíîì ãðàôå íå
áîëüøå 2n− 3 ðåáåð. Êàæäîå èç íèõ ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî îòðåçêà, áûâøåãî
ñòîðîíîé äëÿ äâóõ øåñòèóãîëüíèêîâ, ïîñêîëüêó âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà íå ìî-
æåò áûòü òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè ðîâíî äëÿ äâóõ îòðåçêîâ ñòîðîí. Çíà÷èò,
âíóòðè íå áîëüøå 4n− 6 ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêîâ, ñêëååííûõ ïî ïàðàì, çíà÷èò
íà ãðàíèöå ëåæèò íå ìåíåå 2n+ 6 ñòîðîí.
Ïðèìåð, ðàáîòàþùèé ïðè n ≥ 2 ñì. ðèñ. 1.
5. Ðåøåíèå (íà ÿçûêå òðèãîíîìåòðèè). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

B0A1

C0A1

· C0B1

A0B1

· A0C1

B0C1

= 1.

Òîãäà ïî òåîðåìå ×åâû ïðÿìûå A0A1, B0B1, C0C1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðÿìàÿ a ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü òðåóãîëü-

íèêà ABC. Îáîçíà÷èì óãëû òðåóãîëüíèêà ÷åðåç α, β, γ, à óãîë B0AA1 ÷åðåç φ.
Òîãäà óãëû AC0A1 è AB0A1 ðàâíû β è γ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì AB0A1 è AC0A1, ïîëó÷àåì

B0A1

C0A1

=
sinA1AB0

sinA1AC0

· sinAC0A1

sinAB0A1

=
sinφ

sin(α− φ)
· sin β
sin γ

.

Àíàëîãè÷íî, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, ïîëó÷àåì

C0B1

A0B1

=
sinB1BC0

sinB1BA0

· sinBA0B1

sinBC0B1

=
sin(α− φ)

sin(α + β − φ)
· sin γ
sinα

.

Àíàëîãè÷íî
A0C1

B0C1

=
sin(γ + φ)

sinφ
· sinα
sin β

.

Ò.ê. α + β − φ = π − (γ + φ), òî ïðè ïåðåìíîæåíèè òðåõ âûïèñàííûõ ðàâåíñòâ
âñå ÷ëåíû ñîêðàòÿòñÿ è ìû ïîëó÷èì 1.

Äðóãàÿ çàïèñü òîãî æå ðåøåíèÿ (íà ÿçûêå ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè). Ïðî-
ñòûì îòíîøåíèåì òðåõ òî÷åê P,Q,R íà îäíîé ïðÿìîé íàçîâåì òàêîå ÷èñëî x,

÷òî
−→
PQ = x ·

−→
PR. Îáîçíà÷èì x =

−→
PQ/

−→
PR.



Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

−−−→
B0A1
−−−→
C0A1

·
−−−→
C0B1
−−−→
A0B1

·
−−−→
A0C1
−−−→
B0C1

= −1.

Òîãäà ïî òåîðåìå ×åâû ïðÿìûå A0A1, B0B1 è C0C1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Äâîéíûì îòíîøåíèåì ïðÿìûõ p, q, r, s íàçîâåì ÷èñëî

(p, q; r, s) = ± sin∠(p,r)
sin∠(p,s) · sin∠(q,r)

sin∠(q,s) , ãäå çíàê �+� áåðåòñÿ, åñëè r è s ðàñïîëî-
æåíû â îäíîé ïàðå âåðòèêàëüíûõ óãëîâ îòíîñèòåëüíî p è q, à çíàê �−� � èíà÷å.
Ïðîâåäåì ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A, B, C ïðÿìûå p, q, r, ïàðàëëåëüíûå
ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì a′, b′, c′ òðåóãîëüíèêà ABC. Òîãäà, êàê èçâåñòíî,
−−−→
B0A1−−−→
C0A1

ðàâíî äâîéíîìó îòíîøåíèþ ïðÿìûõ (a, p; c′, b′). Àíàëîãè÷íî
−−−→
C0B1−−−→
A0B1

è
−−−→
A0C1−−−→
B0C1

ðàâíû äâîéíûì îòíîøåíèÿì (b, q; a′, c′) è (c, r; b′, a′). Íî èç ïàðàëëåëüíîñòè

(a, p; c′, b′) = (a, a′; c′, b′), (b, q; a′, c′) = (a, b′; a′, c′), (c, r; b′, a′) = (a, c′; b′, a′).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

(a, a′; c′, b′)(a, b′; a′, c′)(a, c′; b′, a′) = −1.

Çäåñü ó÷àñòâóþò äâîéíûå îòíîøåíèÿ îäíîé è òîé æå ÷åòâåðêè ïðÿìûõ, íî
âçÿòûõ â ðàçíûõ ïîðÿäêàõ. Îáîçíà÷èì x = (a, a′; c′, b′). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïå-
ðåñòàíîâêå ïðÿìûõ c′ è b′ äâîéíîå îòíîøåíèå çàìåíÿåòñÿ íà 1/x, à ïðè ïå-
ðåñòàíîâêå ïðÿìûõ a′ è b′ � íà 1 − x. Çíà÷èò, (a, b′; a′, c′) = 1/(1 − x) è
(a, c′; b′, a′) = 1/(1− 1/(1− x)). Ïîëó÷àåì

(a, a′; c′, b′)(a, b′; a′, c′)(a, c′; b′, a′) = x · 1/(1− x) · 1/(1− 1/(1− x)) = −1,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
6. Îòâåò: ó Âàòñîíà íà 1 áîëüøå.
Ðåøåíèå:

Õîëìñ íàø¼ë âñå ïîäìíîæåñòâà èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
êîòîðûõ ðàâíî 3k, ãäå k ∈ {0, . . . , 673}, à Âàòñîí íàø¼ë âñå ïîäìíîæåñòâà, ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ â êîòîðûõ ðàâíî 3k + 1, ãäå k ∈ {0, . . . , 672}. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
ïîäìíîæåñòâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèõ èç m ýëåìåíòîâ, ðaâíî Cm

2019, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî Õîëìñ íàø¼ë

673
k=0

C3k
2019

ïîäìíîæåñòâ, à Âàòñîí íàø¼ë
672
k=0

C3k+1
2019

ïîäìíîæåñòâ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

X =
673
k=0

C3k
2019, Y =

672
k=0

C3k+1
2019 , Z =

672
k=0

C3k+2
2019 .

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, èìååì

Y =
672
k=0

C3k+1
2019 =

672
k=0

C
2019−(3k+1)
2019 =

672
ℓ=0

C3ℓ+2
2019 = Z,

ãäå ℓ = 672− k.



×òîáû ïîëó÷èòü åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå íà X, Y è Z, âîñïîëüçóåìñÿ êîìïëåêñ-
íûìè ÷èñëàìè. Ïóñòü w = −1

2
+

√
3
2
i − êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç 1. Òîãäà

w2 = −1
2
−

√
3
2
i è w3 = 1. Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà èìååì:

(1 + w)2019 =
2019
n=0

wnCn
2019 = X + wY + w2Z.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî w3k+1 = w è w3k+2 = w2

äëÿ ëþáûõ öåëûõ k. C äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå Ìóàâðà,

(1 + w)2019 = (1− 1

2
+

√
3

2
i)2019 = (

1

2
+

√
3

2
i)2019 = (cos(

π

3
) + i sin(

π

3
))2019 =

= cos
2019π

3


+ i sin

2019π
3


= cos(673π) + i sin(673π) = −1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå íà X, Y è Z:

X + wY + w2Z = −1.

Çàìåíÿÿ Z â ýòîì óðàâíåíèè íà Y , ïîëó÷àåì X + (w + w2)Y = −1. Çàìåòèì,
÷òî

w + w2 = −1

2
+

√
3

2
i− 1

2
−

√
3

2
i = −1,

îòêóäà X − Y = −1, òî åñòü Y −X = 1. Òàêèì îáðàçîì, Âàòñîí íàø¼ë íà îäíî
ïîäìíîæåñòâî áîëüøå, ÷åì Õîëìñ.
7. Îòâåò:
a) f(2015) > f(2016).
b) f(1009) > f(1008).
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî âñåõ òðåáóåìûõ ðàññòàíîâîê äëÿ

òàáëèöû n× n. Òîãäà f(n) ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ìíî-
æåñòâå Sn.
Ââåä¼ì îïåðàöèþ g íàä òàáëèöåé, çàêëþ÷àþùóþñÿ â óäàëåíèè ïîñëåäíåãî

(êðàéíåãî ïðàâîãî) ñòîëáöà è ïîñëåäíåé (êðàéíåé íèæíåé) ñòðîêè òàáëèöû.
Ïðèìåð:

t =

1 12 3 17
2015 17 1 8
100 2 101 56
101 4 6 12

g(t) =
1 12 3

2015 17 1
100 2 101

.

Î÷åâèäíî, åñëè t ∈ Sn, òî g(t) ∈ Sn−1.
à) Ìû äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå g : S2016 → S2015 ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì

(ñìûñë òåðìèíà áóäåò ðàçúÿñí¼í äàëåå), è ïðè ýòîì åãî îáðàç íå ïîêðûâàåò
âñåãî ìíîæåñòâà S2015. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S2015. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå

îäíîé òàáëèöû x ∈ S2016 òàêîé, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âîññòàíàâëèâàòü òàáëèöó x ïî èçâåñòíîé òàáëèöå
y = g(x). Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì îáå òàáëèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì:



Ò.å. ïóñòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà
a1, . . . , a2015, c, à ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ÷èñëà b1, . . . , b2015, c.
×èñëî ai äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò âñåõ ÷èñåë â ñòðîêå ñ íîìåðîì i òàáëèöû

y. Íî â ëþáîé ñòðîêå òàáëèöû y ñòîÿò 2015 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . 2016}, ò.å. äëÿ ai îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ñëåäî-
âàòåëüíî âñå ÷èñëà a1, . . . , a2015 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî òàáëèöå y. Àíàëî-
ãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ñòîëáöû, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåì ÷èñëà bj.
Åñëè ñðåäè âîññòàíîâëåííûõ ÷èñåë a1, . . . , a2015 åñòü îäèíàêîâûå, ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì, è ñëåäîâàòåëüíî òàáëèöû x, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâíå-
ñòâó g(x) = y, íå ñóùåñòâóåò. Åñëè æå âñå ai ðàçëè÷íû, è âñå bj ðàçëè÷íû, òî
÷èñëî c äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò íèõ âñåõ, è òàêîå ÷èñëî òîæå åäèíñòâåííî.
Èòàê, åñëè òàáëèöà x ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå: åñëè x1, x2 ∈ S2016 è x1 ̸= x2, òî g(x1) ̸= g(x2). (Îòîáðàæåíèå g ñ
òàêèì ñâîéñòâîì â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì).
Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò òàáëèöà y ∈ S2015 òàêàÿ, ÷òî

∀x ∈ S2016 : g(x) ̸= y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàáëèöó y ∈ S2015, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîé íà-
ïèñàíû ïîäðÿä ÷èñëà 1, 2, . . . , 2015, à â ñëåäóþùèõ ñòðîêàõ � òå æå ÷èñëà, ñäâè-
ãàåìûå ïî öèêëó êàæäûé ðàç íà 1:

y =

1 2 3 . . . 2013 2014 2105
2015 1 2 3 . . . 2013 2014
2014 2015 1 2 3 . . . 2013
...

...
...

.

Âîññòàíàâëèâàÿ ïî íåé òàáëèöó x òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìû ïîëó÷à-
åì a1 = a2 = · · · = a2015 = 2016, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî
èñêîìîé òàáëèöû x íå ñóùåñòâóåò.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå S2015 áîëüøå ýëåìåí-
òîâ, ÷åì â S2016, ò.å. f(2015) > f(2016).
Ïðîèëëþñòðèðóåì íàãëÿäíî ïîñëåäíèé øàã ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìû âûïèñàëè â ðÿä âñå âîçìîæíûå òàáëèöû x1, . . . , xK èç ìíîæåñòâà S2016. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèÿ g:

x1 x2 x3 . . . xK
↓ ↓ ↓ ↓

g(x1) g(x2) g(x3) . . . g(xK) y

Â ìíîæåñòâå S2016 ðîâíî K ýëåìåíòîâ, è âñå îíè âûïèñàíû â âåðõíåì ðÿäó. Â
íèæíåì ðÿäó äëÿ êàæäîé òàáëèöû x âûïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà g(x),
à òàêæå ïîñòðîåííàÿ â óòâåðæäåíèè 2 òàáëèöà y. Âñå òàáëèöû â íèæíåì ðÿäó



ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S2015, è âñå îíè ïî äîêàçàííîìó ðàçëè÷íû. Ñëåäîâà-
òåëüíî êîëè÷åñòâî òàáëèö â ìíîæåñòâå S2015 áîëüøå, ÷åì â S2016.
á) Äîêàæåì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè g : S1009 → S1008 â êàæäóþ òàáëèöó ìíî-

æåñòâà S1008 îòîáðàæàåòñÿ áîëåå îäíîé òàáëèöû ìíîæåñòâà S1009. Îòñþäà áóäåò
ñëåäîâàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äàíà òàáëèöà y ∈ S1008. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå

1007 ðàçëè÷íûõ òàáëèö x ∈ S1009 òàêèõ, ÷òî g(x) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê â ï. à), èçîáðàçèì íàãëÿäíî ðàâåíñòâî g(x) = y:

Ïîêàæåì, êàê äëÿ çàäàííîé òàáëèöû y ∈ S1008 ïîñòðîèòü íå ìåíåå 1007 ðàç-
ëè÷íûõ òàáëèö x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó g(x) = y.
Â îáúåäèíåíèè ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû y íàïèñàíî 2015

÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî âñå ðàçëè÷íûå), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî èç ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , 2016}, êîòîðîãî íåò íè â ïåðâîé ñòðîêå, íè â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû
y. Ïîëîæèì a1 è b1 ðàâíûìè ýòîìó ÷èñëó. Ò.å. ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó a1 = b1.
Äëÿ i = 2, 3, . . . 1008 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà ai òàê, ÷òîáû

÷èñëî ai íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â i-é ñòðîêå òàáëèöû y, à òàêæå íå
ðàâíÿëîñü óæå âûáðàííûì ÷èñëàì a1, . . . , ai−1. Òàêîé âûáîð âñåãäà ñóùåñòâóåò,
ò.ê. �çàïðåù¼ííûìè� îêàçûâàþòñÿ âñåãäà íå áîëåå 1008 + 1007 = 2015 ÷èñåë.
Àíàëîãè÷íî äëÿ j = 2, 3, . . . 1008 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ÷èñëà bj

òàê, ÷òîáû ÷èñëî bj íå ðàâíÿëîñü íè îäíîìó èç ÷èñåë â j-ì ñòîëáöå òàáëèöû y,
à òàêæå íå ðàâíÿëîñü ÷èñëàì b1, . . . , bj−1.
Ìû èçíà÷àëüíî âûáðàëè a1 = b1, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë ai, bj, i, j = 1 . . . 1008,

íå áîëåå 2015 ðàçëè÷íûõ. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî c îòëè÷íûì îò íèõ
âñåõ, è òåì ñàìûì çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå òàáëèöû x. Ïîñòðîåííàÿ òàáëèöà x
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S1009, ïðè ýòîì
g(x) = y.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ÷èñëà a2 çàïðåù¼ííûìè áûëè íå áîëåå 1009 ÷èñåë

(÷èñëà âî âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû y è ÷èñëî a1). Ïîýòîìó èìåëîñü íå ìåíåå 1007
ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷èñëî a2, è âñå îíè ïðèâåëè áû ê ðàçëè÷íûì òàáëèöàì x.
Ñëåäîâàòåëüíî òàêèõ òàáëèö x, äëÿ êîòîðûõ g(x) = y, íå ìåíåå 1007, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


