
Äåìî-âåðñèÿ: Ìàòåìàòèêà 11 êëàññ, 2021-22 ãîä.

(Òóð äëèòñÿ 240 ìèíóò. Èòîãîì ÿâëÿåòñÿ ñóììà áàëëîâ ïî òð¼ì çàäà÷àì, ïî êîòîðûì äîñòèã-
íóòû íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû; åñëè ýòà ñóììà áîëüøå 100, òî èòîãîâîé îöåíêîé ñ÷èòàåòñÿ 100
áàëëîâ. Áàëëû çà ïóíêòû îäíîé çàäà÷è ñóììèðóþòñÿ.)

áàëëû çàäà÷è

12 1. Íà äîñêå íàïèñàíà ñèñòåìà èç 12 ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñ 6 íåèçâåñòíûìè
x1, x2, x3, x4, x5, x6. Êàæäîå óðàâíåíèå èìååò âèä xi + xj + xk = 0, ãäå i ̸= j ̸= k
(ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ íåèçâåñòíûõ ðàâíà íóëþ). Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî
ó ñèñòåìû áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé?

25 2. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷åðåç [a, b] è (a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü íàèìåíü-
øåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñîîòâåòñòâåííî ÷èñåë a è b.
Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
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20 3. Òî÷êà H ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC, òî÷êà D � ñåðåäèíà BC. Òî÷êà E ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà ∠BAC,
ïðè÷åì AE ⊥ HE. Òî÷êà F òàêîâà, ÷òî AEHF � ïðÿìîóãîëüíèê. Äîêàæèòå
÷òî òî÷êè D,E, F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

35 4. Äàíà ïàðà âçàèìíî-ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
P (x) è Q(x) ñòåïåíåé 2021 è 2000 ñîîòâåòñâåííî (âçàèìíî-ïðîñòûå îçíà÷àåò, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíà R(x), íå ðàâíîãî êîíñòàíòå, íà êîòîðûé äåëÿòñÿ P (x)
è Q(x)). Ãðèøà âûáèðàåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë c1, . . . cn
(ïîìíèòå, â ìíîæåñòâå ýëåìåíòû íå ïîâòîðÿþòñÿ,ðàçìåð ìíîæåñòâà Ãðèøà
òîæå âûáèðàåò ñàì), íàõîäèò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êðàòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé
ó ìíîãî÷ëåíà P (x) + ciQ(x) (ïðè i îò 1 äî n) è ñêëàäûâàåò ïîëó÷åííûå ÷èñëà.
Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó Ãðèøà ìîæåò ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà?

5. Äàíû m ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà: A1, . . . , Am. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
|Ai| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ai. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî
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â êîòîðîì èíäåêñû i, j, k ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî m, òî åñòü â ñóììå
âñåãî m3 ñëàãàåìûõ.

12 à) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè m = 3.
30 á) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì m.

50 6. Äëÿ òàáëè÷êè n×n ðàññìàòðèâàåì ñåìåéñòâî êâàäðàòîâ 2×2, ñîñòîÿùèõ èç êëå-
òîê òàáëèöû, è îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà ñåìåéñòâà íàéäåò-
ñÿ ïîêðûòàÿ èì êëåòêà, íå ïîêðûòàÿ íèêàêèì äðóãèì êâàäðàòîì èç ñåìåéñòâà.
×åðåç f(n) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ â òàêîì ñåìåéñòâå.
Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî C íåðàâåíñòâî f(n) ≤ Cn2 âåðíî ïðè ëþáîì n?


